Kolokwium poprawkowe — Funkcje Analityczne

18.01.2024

e Prosze pisaé¢ rozwiazanie kazdego zadania na osobnej kartce.

e Kazda kartke prosze podpisa¢: imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz numerem
grupy ¢wiczeniowej lub nazwiskiem osoby prowadzacej ¢wiczenia.

e Cgzas pisania: 180 minut.

Zadanie 1 (10 p.)

Oblicz czes¢ rzeczywista i urojona catki

gdzie
(a) 7 jest dodatnio zorientowanym okregiem S(0,1/2),

(b) v jest dodatnio zorientowanym brzegiem tréjkata o wierzchotkach A = (2,-1), B = (2,1), C =
(0,0).

Rozwiazanie:

Na mocy wzoru Cauchy’ego, dla dowolnej drogi v mamy

/WW dz = 2ri - Ind, (1) - f"(1),

gdzie f(z) =sin (X2 +1).
(a) W tym przypadku mamy Ind, (1) = 0, zatem

/sin(Zz—i—z’) ds— 0
y

(z—1)*

(b) Mamy Ind,(1) = 1, zatem

Mamy




Zatem ( ) .
sin(Zz 41 T T
Ii= | =45 de = =T cos (5 +).
[{ z—1) ¥4 39 cos 4+z

Aby znalezé cze$é rzeczywista i urojong powyzszej calki zastosujemy nastepujacy wzor, ktéry
pojawil sie na wykladzie nr 3:

cos(z + iy) = cos(x) - cosh(y) — isin(z) - sinh(y),

gdzie z,y € R oraz

Mamy zatem

=" 37274  [cos(m/4) - cosh(1) — isin(r/4) - sinh(1)] =
it V2 -
=—— "5 [cosh(1) — isinh(1)] =
. \/§ . oot \/i
=T sinh(1) — i - T cosh(1).
Zatem 1.3 1../2
Re(I) = T 64 2 -sinh(1), Im(I)= T 64 2 - cosh(1).

Zadanie 2 (10 p.)

Niech @ ={z € C: Im(z) >0} \{t-i € C:t € 0,1]}.

(a) Znajdz obraz obszaru ) przez odwzorowanie f(z) = v/22 + 1, przy czym wybieramy galaz pier-
wiastka okreslong na zbiorze C \ [0, +00) spelniajaca v/—1 = i.

PodpowiedZ: Przedstaw odwzorowanie f jako zlozenie trzech elementarnych odwzorowan holomor-
ficznych.

(b) Znajdz konforemny dyfeomorfizm przeksztalcajacy obszar
O =D(0,1)\{t-ieC:te|0,1]}

na gérna poélplaszezyzne Hy = {z € C: Im(z) > 0}.

Rozwigzanie:
(a) Przedstawiamy f(z) = (hgohgohy)(2), gdzie hi(z) = 22, ha(2) = 2+ 1, h3(z) = /2. Woéwczas:

Ur = g1(R2) = C\ [-1, +00),

Uz = g2(U1) = C\ [0, +00),

Us =g3(Uz) =Hy ={z€C: Im(z) > 0}.
Zatem f(Q2) = H,.

(b) Aby znalez¢ konforemny dyfeomorfizm spelniajacy warunki zadania, zauwazmy, ze wystarczy
znalezé homografie g, ktéra przeksztatca obszar €2 na obszar €.
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Szukana homografia musiataby spelniaé¢ g(0) = 4, g(i) = 0 oraz przeksztalcaé¢ okrag jednostkowy

na prosta rzeczywistag. Wowczas, na mocy zasady symetrii otrzymamy g(o0) = —i. Zatem
9(z) = —i- Z;. Zauwazmy, ze dla t € [0, 1] mamy
1—t¢
tei)=14-——.
gl =i

Zatem g({t-i: ¢t € [0,1]}) = {¢t-i: t € [0,1]} Ostatecznie g(€1) = €, zatem zlozenie f o g jest
szukanym odwzorowaniem.

Zadanie 3 (10 p.)
Rozwazmy funkcje catkowita h € H(C) dana wzorem

sin(z) 0
M= = T
1, z=0.

(a) Pokaz, ze istnieje R > 0 takie, ze na dysku D(0, R) istnieje funkcja holomorficzna f, ktéra spelnia
tozsamosé
exp(f(z)) = h(z),
dla wszystkich z € D(0, R).
(b) Czy istnieje R > 10190 spelniajace warunki z poprzedniego punktu?
(¢) Znajdz trzy pierwsze wyrazy rozwiniecia funkeji f w szereg Taylora w punkcie zg = 0.

Uwaga: warto$é f(0) mozna wybraé na wiele réznych sposobéw. Prosze wybraé jedng z tych mozli-
wWoScCi.

Rozwiazanie:

(a) Biorac R = 7, widzimy, ze na dysku D(0, R) funkcja h nie ma zer, zatem % jest holomorficzna
na D(0, R). Dysk D(0, R) jest jednospéjny, zatem istnieje na tym obszarze holomorficzna gataz
funkcji log(h(z)). Dowolna z tych galezi bedzie spelniata warunki zadania.

sin(m)

(b) Zauwazmy, ze h(m) = = 0, zatem, gdyby istniato takie R, wowczas mielibySmy

exp(f(m)) = 0.

Jednakze exp(z) # 0, dla dowolnego z € C, co prowadzi do sprzecznosci. Zatem, nie istnieje R >
7 spelniajace warunek z pierwszego podpunktu.

(¢) Najpierw zauwazmy, ze w odpowiednio malym otoczeniu zy = 0 mamy

1
sin(z) = z — 5’23 +0(2°).

Zatem w odpowiednio malym otoczeniu zera zachodzi

hiz)=1- %,22 +0(2Y),

skad wnioskujemy, ze h'(z) = 0, B”(0) = —1 oraz h"(0) = 0.

Podstawiajac z = 0 w tozsamosci definiujacej f otrzymamy

exp(f(0)) =1,
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zatem f(0) = 2kwi, dla pewnego k € Z. Mozemy wybra¢ k = 0, woéwczas f(0) = 0.
Rézniczkujac obustronnie tozsamosé otrzymamy

exp(f(0)) - f'(0) = 1'(0) = 0.
Zatem f'(0) = 0.

Rézniczkujac ponownie otrzymamy

exp(7(0)) - (F/(0))” +exp(F(0)) - /"(0) = H'(0) =~
zatem X
fl/(O) _g'
Podsumowujac . X 1
J(2) = 5= £+ 0G) = — 222+ 0(2).

Zadanie 4 (10 p.)
Prosze wyznaczy¢ wszystkie funkcje catkowite f, ktére spelniaja warunki:

o f(0) =0, f(1) = 2024,

e dla dowolnych z,w € C spelniona jest nier6wnoséé |f(z) — f(w)| > |z — w|.

Rozwiagzanie:

Zauwazmy, ze drugi warunek méwi nam, ze dla dowolnego zo € C mamy

|f'(20)] = lim M

> L
Z—20 ‘Z— Zol

f(z) =2024 - 2.

W szezegdlnosci, f'(z9) # 0. Zatem, funkcja g(z) = ﬁ jest calkowita oraz |g(z)| < 1, dla dowolne-
go z € C. Na mocy twierdzenia Liouville’a funkcja g musi by¢ stata. Stad wynika, ze funkcja f’ jest
stala, a zatem f(z) = Az + B, dla pewnych A, B € C. Podstawiajac wartoSci z pierwszego warunku
otrzymamy A = 2024 oraz B = 0. Zatem, jedyna funkcja spelniajaca warunki zadania jest funkcja
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